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> Le développement en série de Fourier est limité aux signaux périodiques.

> Extension possible aux signaux apériodigues a support temporel borné via la
transformée de Fourier.

> Illustration : soit un signal x(t) periodique

X(t) <> Cy 1C«l,,

AN g,
v UV vV UV V

t w -5Fy-4F,-3F,-2F, -F, 0" Fy 2F, 3F, 4F; 5Fy ... f

Que devient le spectre si TO tend vers
I’infini sans que A ne change ?
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> Le signal x(t) tend vers un signal apériodique a support temporel non borne.

» L’écart entre chaque raie du spectre tend vers 0 = le spectre devient continu. 1l est
défini a toutes les fréquences f dans R.

o QL ﬂ HH m M.

> Problémes liés au calcul du développement en série de Fourier

1. lareprésentation du spectre en somme discrete de composants harmoniques n’est
plus adaptée !

2. L’introduction du terme 1/T, annule I’ensemble des coefficients de Fourier.
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1. Quand T, tend vers I’infini, la somme se transforme en intégrale.

2. On modifie I’expression de I’équation de la transformation, en la multipliant par T,,.

> Extraction de ’expression de la transformée de Fourier :

g fo=df tel queﬂhmm__mcif 0 et ﬂm’f —f
im T.C, =T, 1jT/ X(t)e 24 it = jT/ te 12 dt = X (f )

To—+0

To—+0

lim x(t)= f“ckejzﬂkfot = f C.T, fe!™ = f:x(f ) e
k=—c0 k=—o0
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Définition

» Transformée de Fourier directe (du domaine temporel vers le domaine fréquentiel
(fréauences réelles)

+eo : e ;
X(f) = Fx(1)] = f x(t)e 12 gy U X(w) = f x(t)e 1 dy

A valeurs A valeurs réelles

complexes (voire complexes)

» Transformée de Fourier inverse (du domaine fréquentiel vers le domaine temporel

o +oo

xO)=ZX(H=] X(feHmaf ou  x(t)=[ X(@)eHdf

— o
— e

» Transformation bijective et unique !
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> La transformée de Fourier est identique a la transformée de Laplace bilatérale en
posant p = jo. Idem pour leurs transformeées inverses.

oo . +00
X(w)= [ x(t)e /1 dt X(p) = / x(t) -exp(—pt)dt , p=o0+ jw

o —oo o — 00

> La transformée de Laplace est une généralisation de la transformée de Fourier pour
tous les signaux, via I’utilisation d’une fréquence complexe.

> Les propriétés des séries, transformees de Fourier et de Laplace sont exactement les
mémes !
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Cas d’un spectre continu

> Spectre de raies = spectre continu, sur f € [—o0; +0]

> Repreésentation du module (spectre a proprement parlé) et de la phase pour toutes les
frequences de R.

> Propriétés de symeétries par rapport a f = 0 - représentation du spectre pour f > 0.

X(f)l=IX(=F) Arg(X(f))=-Arg(X(—f))
X(f)=X(—f)" = Re(X(f))=Re(X(—f)) et ImX(f))=—Im(X(—f))
» Unité du spectre : densité d’amplitude

- = ~N
XA =X IX(D (ampiitudertz) ( |X{f]|{a|?pli1:ude|fl-lz]

~ ax o 4
| X(f)|.df (amplitude) o

Ku \ Kﬁ- -

0 = G f20 ] f

—

arg(X(f))=-arg(X(-f)) arg(X(f)) (rad. ou~) arg(X()) (rad. ou )

f
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Fonction porte

> Largeur t centrée sur 0 mr (t) A
, . 1
» Calcul de la transformee de Fourier
+oa +3
_ —pmpeg [T —japrg U papetd >
(/) f-m Re(t)e Tt f_; le™™dt = —sle S Ti2 0 +1/2 t
M (f) = ——(e* 2878 _ g~2erd) _ SMUETD)

—j2nf Tf Hf{f] A

I (f) = ‘rﬂﬂijiﬂ = ﬂlﬂc{ﬂf‘r} ~ /\ ~
A2t \/‘lh‘ ol +1 2t NOf

Fonction sinus cardinal

» Dualité : Signal a support temporel fini = Spectre a support infini
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» La transformée de Fourier d’une fonction sinus cardinal est une fonction porte.

» Deémonstration par la transformeée de Fourier inverse :

+o0 _ +3
I{f}=f Hl{f}e_l-ﬂﬁﬁfff:f :rf-'—ﬂﬁﬂdf
ew T —_t

n: _ e J®%  sin(mt
()= | [ernanpri L T sin(mr) 10 a2t
jimtt I T 2] T T T
x(t), X(f),
AN il
Zé\\/r 0 w\/’i{-\\:t 2T o 2T "t
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Impulsion de Dirac -
» Transformée de Fourier: % (d8(t)) = 5{;]5‘133-1" dr — 12710 _

o =D

» Spectre avec densité d’amplitude uniforme en fonction de la fréquence = Bruit blanc

» Dualiteé : Signal a support temporel fini - Spectre a support infini

+ oo
> Transformée de Fourier inverse . & (§(f — f)) = 8(f — fo)etimfid f = gtilafor

—

» Fonction temporelle complexe (spectre non symétrique), sauf si f, = 0.

> Dualité : Spectre support temporel fini = signal a support temporel infini
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Fonctions cosinus et sinus

» Le calcul de leur transformée de Fourier n’est pas trivial.

+oa g jtnt —jagt
e e T gy

Fcos(apt)] = f_ J:u cos(awgt e 1 dt = f_ ) >

oo gilan—w) +e H"H“‘?" ‘ Somme de deux intégrales

Fleos(w) = [
ne convergeant pas I

—in
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» Réutilisation de la transformée de Fourier inverse d’une impulsion de Dirac :
Ej?ﬁfu.! _l_ E_ﬁﬁfﬂr

Fleos(2r for)] = F| = %Lg[sznfg]+%§[3—;gﬁfm] _8(f—f)  8(f+hf)

2 2 2
SR —e SR, 1 L ppminy _ 3 —fo) 8 +f)
: _ _  Flelmfoy _ _— gr[,—ilmfor) _ o) _ 0
Flsin(2n for) = F| 2 ] 2] Fe ] 2 Fle ] 37 T
IX(F)

x{t)=cos(2m ft), <:> ] [

1 £y o iy f
/\ / \ arg(X(f)
= 0 M, i i
\/ -1 = i »

1X(nl

X(t)=sin(2TT ;) <:> l

1 4 0 f, f
arg(X(f)

-ﬂf/\ M | iz T
VRV G
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Propriétés de la transformée de Fourier

> Les mémes que les séries de Fourier et la transformeée de Laplace

TABLE 6.1 — Tableau récapitulatif des propriétés de la transformée de Fourier

Linéarité ax(t)+by(t) & aX(f)+bY(f)
Théoréme du retard x(t —tg) < X (fle— -t
Théoréme du changement d’échelle y(t) = x(at) Y(f)= |ﬂ| '|'£|3'

Dérivée temporelle ¥it) = ”&Li” e Y(f)=(2nf)*X(f)
Dérivée fréquentielle Yif)= irir -2 y(t) = (—j2me ) x(t)
Intégration temporelle y(it)= [ _x(1)dt < Y(f)= —X (0)o(f)+ j‘;[,{j'
Produit de convolution dans le domaine temporel yit)=x12x2(t) = Y(f)=X1(f)-Xa(f)
Dualité six(t) & X(f)alorsX(t) < x(—f)
Produit de convolution dans le domaine fréquentiel ¥(t) =x1-x2(t) & Y(f)=X1*+X2(f)
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» Le calcul de la réponse peut se faire dans le domaine fréquentiel, via 1’utilisation de la
transformee de Fourier et la connaissance de la fonction de transfert (domaine
fréequentiel).

y(t) = F Y ()] = F [HFX(f)]

Systeme
x() — lineaire p——yit)
H(f)

0= [ x(re"7ar y0)= [TH( X ey

» Exemple : Déterminez I’expression du spectre (module/phase) de la réponse d’un filtre
passe-bas d’ordre 1 (fréquence de coupure f.) a un signal porte (durée t). On prendra f_ = 1.
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eponse d'un systeme LTI

Réponse a un signal apériodique

X (f)=rz.sinc(zd )

H(f)=

:j rsmc;zrf)
/ 1+J—

C

1+j—

C

of.sin (7 )

2+ 2

Argument:  Arg(Y(f))=—Arctan (ij
C

Module:  [Y(f)=
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» Equivalence produit de convolution et multiplication dans les domaines temporels et
fréequentiels

xxy(t) <= X(f)-Y(f) x-y(t) < X«+Y(f)

> Exemple : calculez la transformée de Fourier M(f) de m(t) : m(t) = cos(2mfyt) .m0 (t)

p(t) = cos2nfot) W) P(f) = 8(f — fo) er 5(f + fo)

s(t) = mro(t) ‘ S(f) = Tysinc(nfTy)

M(f) = P x S(f) = LI s 1 sine (nf T)

M(f) = Fsinc(u(f = f)To)+ 3 sine(u(f + fo)To)
1 1
M(f) =3 S(f = fo) + 55U + fo)
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Application : transposition de fréquence

» Les signaux de radiocommunication sont rarement transmis sur leur bande de
fréequence originale (bande de base), mais sont transposées autour d’une fréquence
centrale dite porteuse (modulation)

> Exemple:

(x)  Signal modulé
s(t) X > m(t)
| Porteuse |  p()=Pocos(wyt)

S A PP s gply o2 sma

(Po/2) (Po/2)

£ -f 0 f

p Smax
Signal
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Modélisation du processus d’échantillonnage
y(t) =AX(t)*C(t)
x(®) 4 0 B
T T o
AN O 155§ B <}
> ‘ T, 2T, 3T, 4T,
Signal a bande c(t)
limitée (f < f,,,) c(t)f R
( T
Te
_'JTe 2T, 3T, 4T t
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y(t) = x(t)*c(t) y(t)
2T,
X(t) S ; 50 do (x(2T.))
1 (x(3T)
X(t) 1‘\ y(t) SICERE R ‘ Te ] ("‘f”e))
| , | ot 3t a4 'L 2T, 3T, 4Te> t
t
: \ c(t)
Signal a bande  °“] - -
o -y s T
limitee (f <f__,) o H
'T. 2T, 3T, 4Tt
. . . . +W
Commande de I’échantillonneur modélisée par un peigne de Dirac : pgn(t) = Z 5(t —kT,)
_F_':—n-:r-

x(KT,) = fjx(r)a(r — KT,)dr = lim ©x(1)5 (: — kT,

b yi)= f pen()x(r)dt = ;igy;zlxwa(r —kT,)
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Y(f) =TF[zx(t).pgn(t)] = =X (f) * Pgn(f) = = Z X(f——)

fer_ oo

X(f)4 Pgn(f)

N LUl

Frmax O fmax f 0 f
Spectre de bande
de base de x(t) Y (f) A
AT/T,
_fma)o fmax >f

Multiple répétitions du spectre de

bande de base, répeétée tous les k.Fe.
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Théoreme de Shannon-Nyquist

Peut-on reconstituer le signal orignal a partir du signal échantillonné ? Quelles sont les
conditions ?

Y(F)4
AT/T,
WAVAV/\WEsAVA
'fmaQ' 1tmax >f
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Reconstitution par filtrage passe-bas seulement si : F,>2 X fmax
Bande passante filtre Bande passante filtre
anti- repliement anti-repliement
<>
A
M / f el ) | e for !
_fma)o fmax Fe 2Fe _fmap fmax
Signal original Signal original
correctement reconstitué imparfaitement reconstitué
A A
/ f I\[\/‘ f
>
'2Fe 'Fe _fmap fmax Fe 2Fe 0
(@) : F,>2xf__ (b) : F, < 2xf__.
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