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Signal bruité
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APPLIQUEES
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Exemple

ourquol I'analyse frequentielle ?

Université
de Toulouse

> Filtrage du bruit affectant un signal digital (fréquence signal = 5 Hz, bruit > 100 Hz)
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Comment fixer les caractéristiques du filtre (fréquence de coupure, ordre, ...) ?
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Besoin de déterminer le contenu
fréquentiel du signal a filtrer




INSA . Pourquol I'analyse fréequentielle ? &

TOULOUSE . .
Université
de Toulouse

Exemple

» Contenu fréquentiel des signaux non filtrés et filtrés
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Spectre signal filtré
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» L’outil mathématique utilisé pour déterminer le contenu fréquentiel de ces signaux est

a 1 a

la transformée de Fourier.

Signal ‘




INSA' ;- Transformée de Fourier

TOULOUSE

Université
de Toulouse

Les différents types

> Selon la nature du signal, différents types de transformees de Fourier peuvent étre
définis: L o e e - —

- ==
—__
——

L7 Slgnaux continus périodiques - décomposition en série de Fourier 5,\
— — = = = == Cette partie

S I EEE I S B B s e
_—_—
—_

-

/ 4 Slgnaux continus apériodiques - transformee de Fourier (des signaux a temps )

= ~cantiny) ="
e i -7 Prochaine partie
,—‘——_— —_--~~\
’\ v" Signaux a temps discrets = transformée de Fourier a temps discrets ,‘
- — -

Semestre 6 (cours Signaux et
Filtrage Numeérique)
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INSTITUT NATIONAL

iy Fonctions périodiques =

TOULOUSE

INSA

Définition

Université
de Toulouse

» Une fonction périodique f(t), de période T, se répete toutes les T, secondes (période
fondamentale) :

fit)=f(t+kTp), VkeZ 1

> Linverse de la période fondamentale F, est la fréquence fondamentale :  Fp = T
0

» La connaissance de la forme du signal sur I’intervalle [0 ; T,] (ou des variantes comme
[-T/2 ; +T,/2] est suffisante pour connaitre entierement le signal.

» Cas des fonctions trigonométriques : fonctions périodiques avec une propriété
Intéressante :

[ coslk.2art)dt=| sin(k.2zFt)dt=0 VkeZz®

Signal 5



- "Developpement d’'une fonction periodique =
en serie e

INSA

Principe

TOULOUSE

> Toute fonction périodique x(t), de période fondamentale T,, peut étre exprimée sous la
forme d’une série de fonctions ®,(t) :

x(t) = Co®o(t) +C1 @ (1) + Cr P2 (1) + thpﬂ(r

> A condition que :
= |es fonctions @, (t) sont périodiques

= | es fonctions @, (t) forment une base de fonctions orthogonales

Signal 6



INSA' . Developpement d'une fonction periodique g
en série T

TOULOUSE

Principe

» L’orthogonalité de deux fonctions est liée au résultat de leur produit scalaire :

/ D, (1) Py (1 )dt :> Cas de fonctions a valeurs réelles
T

f D, (1)D;(1)dt :> Cas de fonctions a valeurs complexes
T

» La base de fonctions ®,est une base orthogonale si :

K sim=n

fr cbm{r)tb,,(r)dt:{ g

| Intérét de cette propriété ?

fx(r)dik(r)dr:ti‘gf<b.3(.t)<bk(.t)dr+{3‘1f:b.(.t)dik(r)dr—k...—kckf¢k(r)¢k(r)dr+...:0+{}+...+CkK+D...
T T T T

f x(1)®y (t)dt = C.K |
T S

:> G —KLI{I)¢E(I)JI
Signal ‘




~"Developpement d’'une fonction périodique =

INS” APPLIQUEES
en série e

Cas des fonctions trigonométriques ?

» Cas particulier de la famille exponentielle complexe ou 6 =0 :

f(t) =Ae%el™ [ > f(t) =Acos(er)+ jAsin(wr)

- 27
» Soit la famille de fonctions : (I)k(t): g Skt , W, =— €t keZ

0
Constitue t-elle une base de fonctions orthogonales ?

On pose : @, (t) = e/M@ol

To To 1 : T
+n: | &, ()P (t)dt = J(m=m)@ot gy — Jm=n)wot] % —
men: | en0; 0= [ e e "
TO T() . TO
m=n:] qnm(t)q>;(t)dt=f el'(m‘m)“’ﬂtdt=[ 1dt =T,
0 0 0
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~"Developpement d’'une fonction périodique =

INS” APPLIQUEES
en série Universc

Cas des fonctions trigonométriques ?

» Cas particulier de la famille exponentielle complexe ou 6 =0 :

f(t) =Ae%el™ [ > f(t) =Acos(er)+ jAsin(wr)

- 27
» Soit la famille de fonctions : (I)k(t): g Skt , W, =— €t keZ

0
Constitue t-elle une base de fonctions orthogonales ?

T, . Oui ! donc on peut décomposer toute
@ (t)D (t)dt=T ::> : . ..
{j Io (2 (0) ° ﬂ[ fonction périodique comme serie de

TO * O o 7 -
. @, (t)o,(t)dt=0,m=n fonctions trigonométriques complexes

vk 1 ’
x(t)= Y CGe™™  aec G = fT x(t)e ™t | Yk eZ
k=— 0

Valeurs complexes
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INSA - loppement d’'une fonction périodique

APPLIQUEES ',
en serie Lot
Cas des fonctions trigonométriques ?

» Deécomposition alternative :
‘oo

i . ' vt .
x(1)=Y Ge*™ =Y (A — jB)el
k=_m k=—':"n

x(t) = (Ag — jBo) +k2 (A — jB)e™ ™ + z (A — jBi)e ™

k= k=1

x(f) =Ay+2 E A cos(kwot) +2 E Bysin(kwyt )
=1 k=1

< x(t) = Ay + Z (Ag — jB e ™ + E (A — jBy)e*™

x(t) =Ap+ EAkCGS(k&){}I -+ z Bysin(kayt )

Signal




INSA  Développement d'une fonction périodique i

en serie Lot
Cas des fonctions trigonométriques ?

» Décomposition alternative :
= Les fonctions de base sont : ®,()(t) = cos(kw,t) et @, A)(t) = sin(kw,t)
= On peut vérifier que la base est orthogonale
= Les coefficients associés se calculent :

Aﬂ:A’[,:c[.:i/x(r)dx
Ty J1y

2

Ay =24, = T j; x(t)cos(kwgt )dt =2Re[Cy] , ke NT
0

By = 2B, = TE[. ﬂ_ x(¢)sin(kaot)dt = —20m[G] , ke N*
0

Signal ‘




INSA Calcul des coefficients d'une serie de =
Fourier et

Forme trigonométrigue

» Décomposition en fonctions cosinus et sinus

x(t)=Ap+ Eﬁkcﬂs (kapt ) + z Bysin(kaxt) , k€ NT

k= k=1
Ap= : f x(t)dt Valeur moyenne du signal x(t)
To Jm (composante continue)
5 —
Ap = 7 /.::(I)cml:kmnt]dr keNT
0

Amplitudes des harmoniques
— de rang k

2
B; = —f x(t)sin(kaot)dt , ke NT
TIJ Ty

N

Signal




[ alcul des coefficients d'une série de
Fourier Universié

TOULOUSE

Forme trigonomeétrique - exemple

» Décomposition en série de Fourier d’un signal carré :

X(t)a
—_— +A
[ +A site[0;%]
Im_{ —A site [T
0 /2 | T, %t
-A

Valeur moyenne nulle 2 A, =0

Vérification : Ay = —fT"x(t)dt = —fT"/zAdt - —f Adt =0
0

Signal




+. Caleul des coefficients d’'une série de =

INSA

Fourler L
Forme trigonométrigue - exemple
» Coefficients Ay, k>0:
2 (To 2A [To/2 24 To
Ay =—=— | x(@®)cos(kwyt)dt = — cos(kwyt)dt — — cos(kwyt) dt
To J, To J, T, T
2A . 2A .
A= o [sin(kwot)]o” % — Koot [sin(kwot)];

A, = ;;n(sin(kn) —sin(0)) — ;;n(sin(an) —sin(km)) =0

» Coefficients B,. k>0:

2 rTo To/2 24 rTo
By == x(t)sin(kwyt)dt = —f sin(kwyt)dt — —f sin(kw,yt) dt
Ty J, T, J, To JTo
_ 24 To/2 24 To
B, = kono[ cos(kwgyt)], — To[ cos(kcuot)]%/2

B, = ;:in(— cos(km) + cos(0)) — ;‘%(—COS(ZRH) + cos(k;fr)) = %(1 —(—1)*‘)

0 si k est pair

B, = 4A
I:> k™ sikest impair

km

Signal Lo



INSA - Calcul des coefficients d’'une série de n
Fourier Universié

APPLIQUEES
TOULOUSE

Forme trigonomeétrique - exemple

» Décomposition en série de Fourier d’un signal carré :

X(t)4
—_— +A
[ +A site[0;2)]
*(1) = { —A site [T
0 /2 | T, %t
A
+ 00
|:> x(t) = g [sin(wot) + %sin(Ba)Ot) + %sin(Sa)Ot) + (zli;};kzzo sin((Zk + 1)a)0t)

> Indépendance des coefficients a la frequence fondamentale du signal

Signal .




+. Caleul des coefficients d’'une série de =
Fourier T

INSA

Forme complexe

TOULOUSE

» Décomposition en fonctions exponentielle complexe (forme la plus compacte)

- 1 )
x(t)= Y G Avec C“:ﬁfﬂ X HVdr , V€ Z

— —

> Avec cette forme, 1’indice k peut étre négatif = apparition de fréquences négative K.w,,.
> C, représente la composante continue

» C, est une grandeur complexe : phaseur

» Deécomposition en série de Fourier du signal carré précédent sous la forme complexe ?

Signal 16



[ Calcul des coefficients d'une série de ¥

Fourier Univrsic
Forme complexe - Exemple
X(t) 4
A Co=0
. A To/2 To _
0 T2 [T, t Ci == f e_]kwgtdt_f e ~Jkwot ¢
To\Jg Ty /2
-A
A _ To/2 _ A _ i
— Jkwot] 0 Jkwt ): __ ,—Jjkm —jk2m _ ,—Jjkm
Ck JkwTy ([ € ’ ] [ € ’ ]TO/Z jk2m € t1+te —€ )
— _ —jkn'
Ck jk2n' (1 )
2Ae—jk1r/2 ejkﬂfz_e—jkﬂfz ZA(—J)k . k1T
=
km 2] km

Cr, =0 sikestpair

—) 2A(-DFD* _ 24j
Ck - ==

km " km

si k est impair
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INSA:- cul des coefficients d'une serie de
- Fourier e e

Forme complexe
> Lien entre les différentes formes : 20 = Ay — JBy| = pkejm Vk € Z~
Co=Ap

Ak = Ck + C_k et Bk = —j(Ck+ C—k) VkEN+

> Propriété de symétrie :

C,=C", = |C|=|C_i]| et arg(C,) = —arg(C_y)

A, — B A, + iB
::>Ck:kT“‘v’kEN+ c_kz%wew

Signal




+. Caleul des coefficients d’'une série de =
Fourier i

INSA

Somme partielle

TOULOUSE

» Le développement en série de Fourier requiert la somme d’un nombre infini de termes
trigonométrigues ou exponentielles complexes, non réalisables en pratique.

> Dans la pratique, on tronque le nombre de termes a N = Somme partielle S :

N N +N |
S, =Ap+ Z Aypcos(kawyt) + Z Bisin(kwyt ) = Z C, ekt
k=l k=1 k=—N

v Impact sur la reconstruction du signal
décomposée a partir de la somme partielle ?

v' Convergence ?

Signal 19



+. Caleul des coefficients d’'une série de =
Fourier T

INSA

Somme partielle -lllustration

TOULOUSE

> Exemple : on reprend le signal carré précédemment étudie, avec A=1et F; =1 Hz.

Ordren (A, | B, | C,
| 7
3 0| &2 iZ s :
- E'ﬁr -] 329': Décroissance de I’amplitude des
S 0 =7 | Jsg coefficients avec I’ordre du
7 0| £ ] = coefficients.
Ir K

Signal 20



INSTITUT NATIONAI
‘ DES SCIENCES

APPLIQUEES

TOULOUSE

Calcul des coefficients d’'une série de

Fourier Universic
Somme partielle - lllustration
> Reconstitution du signal a partir 1 N=3 . N=5
de sommes partielles avec AT o x‘
différentes valeurs de N : iy \ | 1
H"m ,-“"I 6 I"nl ,."I
\ - I_.-"I . II".I :,.'
g 1y Wi
[ ue . »
| - | N=7 N=17
ik Ill" L ‘.II |I ., ] II
|II "I [
/ u
g o l g
) \'- | / | N
BV 7] YA i
h tis)

Phénomene de Gibbs

A
s

Signal
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Représentation frequentielle =

INSA

Représentation en spectre de raies

Université
de Toulouse

» Une fonction périodique peut étre développée sous la forme d’une somme de termes
exponentielles complexes :

Composante Harmomque
continue fondamentale ou de Harmomque Harmonlque
rang 1 de rang 2 de rang 3

» Pour reconstituer le signal x(t), il nous seulement connaitre :
v' la période ou fréquence fondamentale
v" Le module et la phase des coefficients C, associés aux harmoniques d’ordre k.

» On peut en déduire une nouvelle représentation du signal, dans un nouveau domaine : le
domaine fréquentiel. Cette représentation est appelée spectre de raies, qui montre
I’évolution du module (et de la phase) de Ck en fonction de la fréquence de
I’harmonique, cad son rang.

Signal 22



APPLIQUEES
TOULOUSE

Syt Représentation fréquentielle =

INSA

Représentation en spectre de raies

Université
de Toulouse

» Exemple :
: ICulg
v’ Le spectre est discret en fréquence ICl=1C4]
(périodicité temporelle du signal) T 1
v" En pratique, on représente surtout T
le module (spectre d’amplitude) ; '[ N ‘ T ;
>
v Lunité du spectre d’amplitude est wo =SFy-AF,-3Fy-2F, -F, 07 F, 2F, 3F, 4F 5Fy .. f
celle du signal
_ _ arg(C,)=-arg(C,)
v" En pratique, en raison de la arg(Cy) " k k
symeétrie par rapporta f =0, on ne
représente que le spectre pour >0 N ‘ T
1

>
. 'qn_qfﬂ'Tﬂ' n-'lu":" Fo 2F;, 3F, 4F; 5Fy ..  f

Signal 23



INSTITUT NATIONAI
DES SCIENCES
APPLIQUEES
TOULOUSE

Analyse spectrale

Représentation fréquentielle

Université
de Toulouse

> Exemple : spectre d’un LA 440 Hz produit par différents instruments de musique

= =
- ha

Amplitude son
(=]
T

&

&
ba

il

T

i

I

0.01 0.02

0.05

Ampilitude son

Flute — Domai

0.01 0.02

Diapason — Domaine fréquentiel -
E‘D.OG
a 1000 EUDUFréquanca {Hz)3000 4000 5000
- Flute — Domaine fréquentiel
E_D.DG o

Fréquence (Hz)
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INSTITUT NATIONAI
DES SCIENCES
APPLIQUEES
TOULOUSE

Analyse spectrale

eprésentation fréquentielle

Université
de Toulouse

> Exemple : spectre d’un LA 440 Hz produit par différents instruments de musique

Vioton — Domaine temporel E o | | .
Violon — Domaine frequentiel
§ 3
g 0 %003—
E -0.05 E
o 0.01 0.02 —— 0.03 0.04 0.05 o 1000 EODDFréquanca {HZ;OOD 4000 5000
hanﬂteus;e — Domaine tempo rerl | . Chanteuse — Domaine
0.05 J lh N\ r M w ﬂ w N ﬁ k M ‘ ‘h N '\ ¢| Lh N' “ 1 =T fréquentiel
: 8
E on %002—
s : :

0.01

0.02

Temps (s)

0.03

1 1
0.04 0.05 t o

Fréquence (Hz)



. Proprietes des transformées de Fourier =

INSA

Propriétés

Université
de Toulouse

> Linearite
> Invariance des coefficients au changement de période

» Théoreme du retard : soit la fonction x(t) périodique dont les coefficients de Fourier
sont notés o,. Soit la fonction y(t) = x(t-t;), ou t, est un delai constant. Les coefficients
de Fourier B, de la fonction y(t) se calculent :

+o= N X +oa . »
}'l{f:] :.I[:f . ﬁ]} _ Z Hﬂﬂ&mlj—?'ljj _ Z Hﬁ:e—_ﬁ.m{ﬂﬂeljﬂ&hj?

x() a
» Calcul des coefficients de Fourier de la
fonction carré ci-contre ;
0 To/2 | T, t
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INSTITUT NATIONAI
DES SCIENCES
APPLIQUEES
TOULOUSE

Propriétés

X(t)a

+A

"\F

To/2 | T,

Avance ou
retard de T,/2

Signal

Tof2 | T, t

rietés des transformées de Fourier

Université
de Toulouse

C, = 0 si k est pair

24j . .
Cy = el k est pair
Théoreme
du retard

Cy, = 0 si k est pair

24 _ipow o 2A]
C, = JKWo=" _ —jkm
K= Ter © Ter ©
2A]

= ——=si k est impair

km




... Propriéetés des transformées de Fourier =

APPLIQUEES
TOULOUSE

INSA

Propriétés

Université
de Toulouse

> Deérivee : Soit une fonction périodique x(t) avec les coefficients de Fourier notés o,. Si
la fonction y(t) est la dérivée de la fonction x(t), alors ses coefficients de Fourier B,
s’écrivent :

Pr = (Jkwo)oy,
» Dérivée d’ordre m : Bi = (jkwo)" oy

» Intégration : Si la fonction y(t) est I’intégrale de la fonction x(t), alors ses coefficients
de Fourier B, s’écrivent :

s
Br = -
Jkax
, . Ol
» Intégration d’ordre m : =
= Grany

Signal 28



IN rietés des transformées de Fourier

Propriétés - Exemple

» Calculez le développement en série de Fourier de la fonction triangulaire périodique ci-

dessous.
K{t},ﬁ,
\ /\hﬂi
v w\7 \bt
-A




[\t Propriétes des transformées de Fourier =

Université
de Toulouse

Propriétés - Exemple

» Calculez le développement en série de Fourier de la fonction triangulaire périodique ci-

dessous.
t

X1 y(®) =7 | xdu y(t)

IS
-n VA

Cr = 0 si k est pair :> Cx = 0 si k est pair
24]

Cx = T si k est pair CkziZAj 1 _ 44
" To kmt jkwy  (km)?

>

A J

Si k est impair

Signal




APPLIQUEES
TOULOUSE

INGA  Propriétés des transformées de Fourier “

Université
de Toulouse

Propriétés

> Impact des symétries temporelles :

v" La fonction x(t) est paire (x(t) = x(-t)) : les termes B, sont nuls et C, = C,,.
v" La fonction x(t) est impaire (X(t) = -x(-t)) : les termes A, sont nuls et C, = -C,,.

v" Symétrie demi-onde (X(t) = -x(t-T,/2)) : les termes A, et B, s’annulent pour les

rangs k pairs.
X(t) 1
0 T,/2 y

7

—~ VYV

Signal




INSA:- opriétes des transformees de Fourier

Université
de Toulouse

Propriétés

» Impact des symétries temporelles :

v' Symétrie quart d’onde : si la fonction est paire, les termes A, s’annulent pour les
rangs K pairs. Si la fonction est impaire, les termes B, s’annulent pour les rangs k
pairs.

X(t) 1

Signal




. Proprietes des transformées de Fourier =

INSA

Propriétés - Exemple

Université
de Toulouse

» Calculez le développement en X
série de Fourier de la fonction A
suivante en utilisant les propriétés
de symétrie

Al NN /

Fonction impaire et propriété quart d’onde :

v’ les coefficients Ak s’annulent tous

v'Les coefficients Bk s’annulent pour les rangs k pairs

_I t)sin(kay,t )dt:ng'gomx(t)sin(ka)ot)dt, k impair
0

Signal 33



.. Proprietés des transformees de Fourier

INSA

Propriétés - Exemple

—jTOMﬂtsm (kaogt)dt

Intégration
T/4 T,/4 par parties
B, = 32? { ! cos(ka)ot)} { L _ sin(ka)ot)}
T, || ko, . (kay, ) .
2A([ —t BT o
B, =— { _ cos(ka)ot)} { . sin(ka)ot)}
T, || ko, . (kay, ) . -
K impair

Signal 34



APPLIQUEES
TOULOUSE

... Propriéetés des transformées de Fourier =

INSA

Peigne de Dirac

Université
de Toulouse

» Suite périodique d’impulsions de pgn(t)
Dirac = c’est une distribution
> Intérét pratique : modélisation idéal T T T T T

de I’échantillonnage d’un signal
continu (pour 1’an prochain)

» Décomposable en série de Fourier ;

R
Ty

To . .
/ pen(t)e T gt — LE_JT“"”E' _ 1 VkeZ
0

C,
k T T

Spectre de méme amplitude pour toutes les fréequences harmoniques de F,.

Signal 35



. Analyse fréquentiel d’un systéme LT] =

APPLIQUEES

TOULOUSE
Université
de Toulouse

INSA

Systeme LTI excité par un signal périodigue

> Analyse de sa réponse en régime permanent

> En raison de la linéarité de la décomposition en série de Fourier :

y(t) =} H(kan)Cye"™™

K—=—on

Systéme
x(t) —>| linéaire [——y(t)
xlr) = Zx Cee"™ H{w) ye)= i Hlke, )C ™™

Propriété des systemes LTI :

Lorsqu’un systeme LTI est excité par un signal périodique, 1l contribue a modifier
I’amplitude et la phase des composantes harmoniques. Des harmoniques d’une autre
frequence fondamentale ne peuvent pas apparaitre en sortie !

Signal 36



L. Analyse de la puissance moyenne =

INSA

Egalité de Parseval

Université
de Toulouse

» La puissance moyenne d’un signal x(t) périodique est donnée par :

1
Pmoy:ﬂjo x(t) dt

> Eqalité de Parseval :

00 1 & 1 &
Pror= G =IAf +5 SIAF 4 SB[

k=—00

» Chaque composante harmonique contribue a la puissance moyenne du signal.

» Sila décomposition en série de Fourier existe, alors la somme des termes d’une
somme partielle, mis au carré, converge vers la puissance moyenne du signal.

Signal 37



APPLIQUEES
TOULOUSE

INSA ~ Analyse de la puissance moyenne o

Université
de Toulouse

Egalité de Parseval

» Exemple : signal carré et convergence en puissance (T,=1setA=2V)

Xx(t) 4
1 To 2
P Osz—ojo x(t) dt

+A

”\f

0 To/2 To

-A

B
[R]

- . . @
» Coefficient de Fourier : E \
=]
o .-"'"—---_
JA _jk 25 a8 -~
k7Z' EE 3.6
 oarti 2,/
Erreur <5 % a partir du rang 7 £ o4 /
n
Erreur < 1 % a partir du rang 35 % 32
3
0 10 20 30 40 50
Signal Rang max somme partielle



