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Position du probléme

» Deux maniéres de calculer la réponse transitoire d’un systéme LTT :

= Réponse impulsionnelle + produit de convolution - calcul direct dans le domaine
temporel

= Fonction de transfert + multiplication - calcul dans le domaine fréquentiel,
restriction aux excitations exponentielles complexes.

> Lien entre ces 2 méthodes ? Comment etendre le calcul dans le domaine frequentiel a
tous les types d’excitation ?

» Recherche d’une transformation mathématique assurant le passage d’une fonction du
domaine temporel au domaine fréquentiel (et inversement)

x(t) > Systeme LTI ——— y(t)

We)=Llx(0)] > Y (p)=H(p) X(p)

Transformation

mathématique ?
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Transformation d’une fonction du domaine temporel 2 fréquentiel

» Considérons un systéeme LTI, caractérisé par sa réponse impulsionnelle h(t) et sa
fonction de transfert H(p), et une excitation x(t) quelconque

» Dans le cas general, sa réponse transitoire est donnée par :

y(t)=h*x(t)= f:h(r)x(t —r)dr

» SiI’excitation est de type exponenticlle complexe (x(t) =eP) :
Domaine temporel Domaine fréquentiel
y(0)=[ e "oz
y(t)=e™ [ hredr ¥(p)=X(pJH(p) =" H(p)

eft ——>{ Systeme LTI ——> ePH(p)
H(p) ou ep’ffh(r)e"”dr

Signal 3




INSTITUT NATIONAL

B S Introduction =

TOULOUSE

INSA

Transformation d’une fonction du domaine temporel 2 fréquentiel

Université
de Toulouse

> Nous venons de mettre en évidence une transformation mathématigue
permettant de passer de h(t) (domaine temporel) a H(p) domaine fréquentiel
(complexe ou domaine de Laplace).

—+oo
H(p) = / hit)-exp(—pt)dt, peC

— oD

>  Transformée de Laplace

» Transformation valable quelle que soit la fonction mathématique consideéree.

» Variante dans le cas de signaux causaux, définis pour t >0 :

—+oo
H(p)= [ h(t)-exp(—prdr, peC
0
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Définition

> Transformée de Laplace (opérateur % ) bilatérale :

F(p) =210 = [ 1@)-exp(—pn)it, p=+ jo

» Transformée de Laplace unilatéerale :
400
F(p)=210]= [ £)-exp(-pr)dr, p=o0+jo

» Dans la littéerature anglo-saxonne, la frequence complexe p est remplacée par s,
I’opérateur de Heaviside.

> Dans la suite, pour représenter un signal x(t) causal, défini pour t > 0, nous
utiliserons la notation suivante : x(t)u(t), ou u(t) est I’échelon de Heaviside.
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Fonction de transfert dans le domaine de Laplace

» On met généralement les fonctions de transfert sous la forme d’une fraction rationnelle

de deux polynémes :
<:;f:J ZEros

N{p] mpm_|____+blp—|—fl{} ?LI{P_PH':}
F(p)= ﬂ{p) app"+...+aip+ao = Fp) [I=1(p—Ppj)

% poles
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Propriétés

> Linéarité :
a-f(t)+b-glt) «—a-F(p)+b-G(p) , avecF(p) = Z[f(t)] et G(p) = Z]glt)]

> Théoreme du retard : si F(p) est la transformée de Laplace de f(t), alors la transformée de
Laplace F(p)de f(t-t,), version retardée de f(t) est :

Folp)=F(p)-exp(—ptp)

» Théoréme du changement d’échelle : si F(p) est la transformée de Laplace de f(t), alors la
transformee de Laplace F,(p)de f(kt) (dilatation de 1’échelle temporelle) est :

oo
Fi(p) = ¢ -F(%)

» Translation dans le domaine fréquentiel: un décalage de fréquence p, conduit a une
multiplication par et dans le domaine temporel

soit F(p)=_Z[f(t)] alors L[eP" f(t)]=F(p—p1)
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Propriétés - Exemple u(t)

» Transformée de Laplace de la fonction échelon

unitaire f(t) = u(t) : -

F(p) = 2] = [ uyesp(=poyde = [ exp(—pryae = [-ZLLDym
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Propriétés - Exemple f(t) 4
» Transformée de Laplace de la fonction suivante : 3
2z
1
ﬂ "}
D 1 2 3 t

> ) =ult)+ule—1)+u(t—2)—3u(—3)

j F(p) = £1f(1)] = Llu(t)] + Llult — 1)) +Lult — 2)] - 3.L]u(t -3)

1
F(p)=—+—+—-3
(P) p P P P
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Propriétés

» Dérivation dans le domaine temporel (f(t) continue pour t > 0) :

df TN _ :
1=p. i —
Ll1=p-F(p) j(i}ll avec f(07) = lim £()
Condition initiale
T p e o) - L) - ) - T G S
gt P rWISE Pr R T gnLlL~

Conditions initiales
» Dérivation dans le domaine fréquentiel revient a multiplier la fonction temporel par t (t > 0)

soit F(p)=_2[f(t)] alors L[—t- f(t)] = d{;—{pm
soit F(p) = £[f(t)] alors Z[—(1)"- f(t)] = —JZ;::F}]
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» Transformée de Laplace d’une impulsion de Dirac ?

+00
Si calcul direct de la transformée de Laplace:  L[§(t)] = f S(t)e Pldt =e PO =1

*1°* cr,r ro. . d
En utilisant la propriété de dérivation (6(t) = d—? :

1
LI5(t)] =p.U(p) = p.E =1 (pas de conditions initiales)
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> Integration dans le domaine temporel (f(t) continue pour t > 0) :

soit F(p)=2[f(t)] alors & ff{f}dr] - ﬂ
p
soit F(p) = <[f(t)] a!arsf[f f f(t)dt] = %

» Theéoréeme de la valeur initiale (f(t) continue pour t > 0) :

[Qim f(z)= hm_pF(p)

» Theoréeme de la valeur finale (f(t) continue pour t > 0) :

Jim f0)=lmpF(p) ) [ fd=F(0)
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» Equivalence multiplication et produit de convolution :

ZL[f(t)-g(t)] =F *G(p) Z[f+2(t)] =F(p)-G(p)

» Fonction causale avec N repétitions périodigues (période T)

N-1
— — kT F(p)=% =F(p)(14+e TP+ TP 4 4 W-1TP
0= E fite—k) EE) F() = LU0 =F(p)(1+eT 4P 44 070T7)

.

Fonction génératrice

» Fonction périodique causale

/ \
o : 1 —e WP 1 \
f(e) = L5 fi(t —kT) :> F(p)=2[f(t)] = lim F(p)—— = =F1[P‘\1_E_rpl
~_7
Indique une périodicité

de période T
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Fonctions temporelles fit) s

TMISfUl‘l‘;lf:E de Laplace F(p)

Echelon unitaire u(t)

Fonction rampe f(t) =1t -u(t) ;EE
Fonction rampe polynomiale f(t) = ?%rn{t] %
Fonction exponentielle f(t) = e * u(t) P'ﬁ
flt) =te = u(t) GiaP

£(6) = e ulr)

Fonction cosinus f(t) = cos( ot Ju(t)

Fonction sinus f(t) = sin(wt )ut)

Fonction cosinus amorti f(f) = e~ * cos( ¢ Ju(t)

Azu(t), sit<t
A-ult)

Fonction rampe limitée f(¢) = {

N S

??7?7?
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» Transformée de Laplace inverse (opérateur L )

T B At ;
flt)y=2""[F(p); =577 [ F(p)exp(pt)dp
j. O — joo

> Intégration dans le plan complexe - mathématiquement difficile ! Sort du cadre
de ce cours.

» Méthode pratique : utilisation des tables reliant les fonctions temporelles et leurs
transformees de Laplace, identification de la fonction temporelle associée.

» Cependant, si la transformée de Laplace se présente sous la forme du fraction
rationnelle de deux polyndmes d’ordre éleve, il est probable qu’aucune table ne
donne la fonction temporelle associée.

> Exemple : p— 2

H(p)=

Cpi+p-2

— h(t)?
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Décomposition poles-résidus (ou en fractions partielles)

» Si la fraction est propre (m <n) :

Résidu
F{pj:M:A{p_pzm}'"(lﬂ_pilj _ A n @ R An
D(p) " (p—Pwm)(P—Pp1) P—Pp1  P—Pp Péle
\ }
|
Les transformées de Laplace inverse de
ces fractions partielles sont evidentes

» Si la fraction est impropre (m > n) :

> Exemple : p—2
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» M¢éthode d’association des fractions partielles - Exemple :

p—2 A
p*+p—-2 p-1

A+B=1
— {M_B:_z —> A=-leB=1

» Meéthode du cache : annulation successive de chaque pole pour déduire le résidu
associe

p—2 B(p—1) 1-2 1
- =A+ Enposantp=1: A= —— = ——
(p+2) p+2 :> ¥ P 1+2 3

{p—|—7}—|—3[p—l] [A—FB}p—I—[_A B)
p—|—2 :> p* -|—,::=—’=' p*+p—2 p*+p—2

p—2 Al(p+2) — 9. :—2—2:ﬂ
TE S 1B :> Enposantp=-2:B 13
p-2 _ -1 4
: pP+p—2 3(p—-1) 3(p+2)
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Exemple
p—2
» Calculez la transformée de Laplace inverse de : H (p) =
p*+p-2
p=2 _ -1 . 4

pPP+p—2 3(p—1) 3(p+2)
@ Laplace inverse

[——e +—e Zt] u(t)
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Résolution d’équations différentielles ordinaires

» Exemple : résoudre 1’équation différentielle ordinaire suivante :
Y (1) +4(t) +4y(t) =0
» Avec y(t) une fonction causale (t > 0) et les conditions initiales suivantes : y(0*) = 1
et y’(0%) =-2.
@ Transfo. de Laplace + théoreme de la dérivation

p’Y (p) — py(0%) =¥/ (07) +4(pY (p) —y(07)) +4Y (p) =0

v }_}*'(U‘)+(P+4)}’(U+)_ p+2 _ 1
P p*+4p+4 (p+2)2 p+2

Transfo. de @
Laplace inverse }u[;} — _29[}’(‘1;)] — E_EFH_{I}

Vérification @
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Conditionsinitiales

Equationdifférentielle Transforméede ‘
" , 5 Laplace N
. 1 1 o
WECE 0 ) b0 )-3 e X))
ol dtf 50
Trausformeede Calculde la solution dans le
Laplace

domaine fréquentiel
O W

Transforméede
Laplace inverse

(1)
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Calcul de la réponse transitoire d’un systéeme LTI - Exemple

» Calcul de la réponse du circuit RC suivant a 1’excitation
Ug(t) = E.u(t) LN

. Uc
» Le condensateur est initialement chargé (Uc(0) = U,) UE‘C_) R WUR

Ug(t)=Ucl(t)+Ug(t) = Ug(t)= é/f[t}dr—i—{fn(tj

= Ug(t) = };Cfﬂﬂ[t]df+Unl[tj
Dérivation TL

dUs _Ug [ dUx _Ur  dUr  ——" pls(p)- Us(0%) = 284 plg(p) ~ Ug(0%)
dt _RC+ d T + dr

(p+2)Uk(p) + Us(0) ~U(0*) = pUs(p)

| 1
Ur(p) = —2—Ug(p) ———Uc(0") = H(p)Us (p) — ——Uco
Ptz Ptz Ptz
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Calcul de la réponse transitoire d’un systéeme LTI - Exemple
T.L.L

— ) =L HEUs(p))~ L =V
| 1
ug(r) ZEE_][er%]—UCﬂf_l[er%]

ur(t) = (E —Uco)e 7u(t) = (E — Uco)e ®ult)

ug(t)
E-UCO
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Applications

Calcul de la réponse transitoire d’un systéeme LTI - Exemple

Extraction d’un circuit €lectrique €quivalent dans le domaine de Laplace :

i(t)

Résistance : — —

Condensateur :

Signal

R

b
u(t)
u(t)=R.i(t)

Transformeée
de Laplace

Transformée

de Laplice

S

1(p)

R

U(p)
U(p)=R.1(p)

1 u(07)

U(p)

Université
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I(p) = C(pU() —u(07))

1 u(07)

U(p) =C—pl(p)+

p
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Calcul de la réponse transitoire d’un systéeme LTI - Exemple

C
» Calcul de la réponse du circuit RC suivant a ’excitation || —;
Ue(t) = E.u(t) RN
= Uc
> Le condensateur est initialement chargé (Uc(0) = U) UE‘C_) R Ur
Uso\ R
UR(p)z(UR(p)_ p )R+i 7
£ U RC Cp Circuit
_ B~ Yco p équivalent
Ur®) = —"rep 1 1 il

_E-Uco p _E-Uco Cp
Ur(p) = |
|

1~ 1
p p+; p+;

_E p @ Ur(P)
TLLil Uﬂm—5<> .

ug(t) = (E —Uco)e 7u(t) = (E — Uco)e™ ®ult)
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Calcul de la réponse transitoire d’'un systeme LTI - Exemple
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